CAPITULO 1

Variables aleatorias
y sus disfribuciones

1.1. VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

En el curso anterior se estudiaron los conceptos basicos de probabilidad
sobre los resultados o sucesos de un experimento aleatorio. Pero los experi-
mentos aleatorios son tales que los resultados a que dan lugar pueden ser de
naturaleza cualitativa o cuantitativa. Asi por ejemplo, serian resultados cuali-
tativos los derivados de los siguientes experimentos aleatorios:

+ El lanzamiento de una moneda: cara o cruz.

* La calidad de las piezas fabricadas en una planta: buenas o defectuosas.

» La preferencia de una persona sobre tres tipos de coches: prefiere el
coche A, el coche B o el coche C, etc.

Otros ejemplos de experimentos aleatorios cuyos resultados son cuantita-
tivos serian:
* El nimero de accidentes de automovil en una ciudad en un mes dado.
 El nimero de clientes que llegan a un comercio durante una hora.
* El nimero de errores detectados en la contabilidad de una empresa.
 La suma de los puntos que aparecen cuando se lanzan simultaneamente
dos dados, etc.

Pero trabajar con los resultados cualitativos de un experimento aleatorio
introduce ciertas complicaciones, siendo de gran utilidad el cuantificar los
resultados cualitativos del experimento aleatorio, o lo que es lo mismo asig-
nar un valor numérico a cada suceso del espacio muestral correspondiente al
experimento aleatorio considerado. Esta relacion entre los sucesos del espacio
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muestral y el valor numérico que se les asigna la establecemos mediante la
variable aleatoria.

Ejemplo 1.1

Supongamos un experimento aleatorio que consiste en lanzar dos mone-
das al aire, designamos con £ la aparicion de cara y por C la aparicion de cruz.
Los posibles sucesos elemetales del espacio muestral seran:

E = {(FO), (CF), (CO), (FF);

Si definimos la variable aleatoria X como el nimero de cruces que apare-
cen al lanzar las dos monedas, podemos establecer la siguiente corresponden-
cia entre los sucesos del espacio muestral y los valores posibles de la variable
aleatoria X.

Valores de la variable

Sucesos Funcién .
aleatoria
A, = (FC) Variable aleatoria XA)=X(FC)=1
- i —
43 = (€CO) Nimero de cruces X(A4y) = X(CO) =2
A, = (FF) XAy =X(FF)=0

Observamos que la variable aleatoria X es una funcidn, pues a cada ele-
mento del conjunto origen, sucesos del espacio muestral, le hace corresponder
un solo elemento en el conjunto imagen, de valores de la variable aleatoria.
Sin embargo, a cada valor de la variable aleatoria le puede corresponder uno
0 MAs sucesos.

Estas funciones cuyos valores dependen de los resultados del experimento
aleatorio las llamaremos variables aleatorias, y son funciones del espacio
muestral £ en R, es decir X: £ — R

Definicion 1.1. Variable aleatoria.

Una variable aleatoria es una funcidon que asigna un valor numérico
a cada suceso elemental del espacio muestral.

También podemos decir, aunque de forma menos rigurosa, que una va-
riable aleatoria es una variable cuyo valor numérico esta determinado por el
resultado de un experimento aleatorio. Notaremos con las letras mayusculas
X, Y,... la variable aleatoria y con las letras minusculas, x, y,... sus valores.
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La variable aleatoria puede tomar un nimero numerable o no numerable
de valores posibles; dando lugar a dos tipos principales de variables aleato-
rias: discretas y continuas.

Definicion 1.2. Variable aleatoria discreta.

Se dice que una variable aleatoria X es discreta si puede tomar un
numero finito o infinito, pero numerable, de posibles valores.

Asi pues, seria una variable aleatoria de tipo discreto el nimero de piezas
defectuosas que aparecen en un proceso de fabricacion, el numero de lla-
madas telefonicas que son recibidas en una centralita durante un periodo de
tiempo, o el nimero de depositos de una entidad bancaria; y si designamos la
correspondiente variable aleatoria por X, entonces X puede tomar cualquiera
de los valoresx =0, 1, 2, 3,....

Definicion 1.3. Variable aleatoria continua.

Se dice que una variable aleatoria X es continua si puede tomar un nu-
mero infinito (no numerable) de valores, o bien, si puede tomar un nimero
infinito de valores correspondientes a los puntos de uno o mas intervalos
de la recta real.

Es decir, la variable aleatoria de tipo continuo puede tomar cualquier valor
en uno o mas intervalos de la recta real. Asi pues, situaciones tipicas de varia-
bles aleatorias continuas serian las que hacen referencia a medidas tales como
tiempo, peso o longitud. Por ejemplo, si representamos por X el tiempo que
dedica un alumno a hacer un examen cuya duraciéon maxima es de dos horas
(120 minutos); tendriamos una variable aleatoria de tipo continuo que puede
tomar infinitos valores en el intervalo 0 < x < 120.

Otro ejemplo de variable aleatoria continua seria la cantidad de lluvia
caida cada dia en un determinado punto geografico, pues un equipo de medi-
da de mucha precision nos daria cada dia la cantidad de lluvia registrada que
podriamos hacer corresponder con un punto unico del intervalo delimitado
por el valor minimo y el méximo de lluvia prevista. Cada uno de los infinitos
puntos del intervalo podria ser un valor de la variable aleatoria X continua
correspondiente a la cantidad de 1luvia caida en ese punto geografico duran-
te un dia.

VARIABLES ALEATORIAS Y SUS DISTRIBUCIONES 17



1.1.1. Distribucion de probabilidad de variables
aleatorias discretas

Sea X'una variable aleatoria discreta que toma un nimero finito de valores,
r en total, que indicaremos por x , x,, ..., x, ... X .

La probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor particular x,
la designaremos por:

p; = P(x) = P(X = x))

Definicion 1.4. Distribucion de probabilidad.

La distribucion de probabilidad, funcion de probabilidad o fun-
cion de cuantia de una variable aleatoria discreta X, la notaremos por
P(x), y es una funcidon que asigna las probabilidades con que la variable
aleatoria toma los posibles valores, de tal manera que las probabilidades
verifiquen las dos condiciones siguientes:

L. 0<P(x)<1, i=12 ..,r

0. Z P(x) = 1.

i=1

La condicion I indica que la probabilidad no puede ser negativa, y de la con-
dicion II se deduce que los sucesos, X = x, para todos los valores posibles x,
son mutuamente excluyentes y exhaustivos.

Ejemplo 1.2

Un lote de 100 lamparas contiene 10 lamparas defectuosas. El minorista
decide tomar dos ldmparas aleatoriamente, y si ninguna de las dos es de-
fectuosa, entonces acepta el lote. Definimos la variable aleatoria X como el
numero de lamparas defectuosas en una seleccion aleatoria de dos lamparas.
Obtener la distribucion de probabilidades de la variable aleatoria X.
Solucion:

El experimento aleatorio de seleccion de dos lamparas al azar define los
sucesos elementales:

L,: Primera lampara defectuosa.

L,: Segunda lampara defectuosa.
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L: Primera lampara no defectuosa.
L,: Segunda lampara no defectuosa.

Al considerar la seleccion conjunta de las dos ldmparas, el espacio mues-
tral generado por este experimento aleatorio contiene cuatro sucesos mutua-
mente excluyentes y forman un sistema completo de sucesos.

En la tabla 1.1 aparecen los sucesos elementales del espacio muestral, las
correspondientes probabilidades y los valores que puede tomar la variable
aleatoria X.

Tabla 1.1. Sucesos elementales, probabilidades de los mismos
vy valor de la variable aleatoria.

Sucesos Porbabilidades Valor de la varable aleagoria X
L,nL, 0,0091 2
L,nL, 0,0909 1
L,nL, 0,0909 1
L,nL, 0,8091 0

Las probabilidades para cada suceso segun la regla de multiplicacion de
probabilidades, serian:

10 9
P(Ly 0 Ly) = PLy) - P(Ly/Ly) = 15559 = 0.0091

90
— = 0,0909

P(L,NL,)=P(L,)-P(L,/L,)= 10099

- — _ 90 10
P(L,nL,)=PL,-PL,/L,)=—-—=0,090
(LynLy) (Ly)-P(L,/L,) 100 99 909

P(L,~L,)=P(L,)-P(L,/L _ % 89—08091
( 1N 2)_ (1) (2/ 1)_100'99— ,

Y consecuentemente las probabilidades con que la variable aleatoria X
toma sus diferentes valores serian:

P = P(X=0)=P(0)=0,8091
P,=P(X=1)=P(1)=0,0909 + 0,0909 = 0,1818
P,=P(X=2)=P(2)=0,0091
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La probabilidad de que el minorista acepte el lote de las 100 ldmparas sera:
P(X=0)=P(0)=0,8091

La distribucion de probabilidad P(x), de la variable aleatoria X aparece en
la tabla 1.2, en donde aparecen los diferentes valores x de la variable aleatoria
y sus probabilidades P(x).

Tabla 1.2. Distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X.

Valores de la variable aleatoria Probabilidades
X Px)
0 0,8091
1 0,1818
2 0,0091

Ya que los cuatro sucesos del experimento forman un conjunto mutua-
mente excluyente y exhaustivo de sucesos, las probabilidades correspondien-
tes a estos sucesos suman la unidad.

La funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta se puede
expresar de tres maneras:

— Tabular.
— Algebraica o funcional.
— Grafica.

La forma tabular consiste en expresar en forma de tabla una lista de los
valores posibles de la variable aleatoria X'y las correspondientes probabilida-
des P(x), como aparece en la tabla 1.2.

La forma algebraica o funcional se presentan cuando es posible escribir
una funcion en la forma de una ecuacion, de tal manera que para cada valor de
la variable aleatoria se pueda obtener su probabilidad. Asi pues, para el ejem-
plo 1.2 la forma funcional de la distribucion de probabilidad seria':

10\ /100 — 10
by 2—x
100 ’
2
! Esta funcién de probabilidad corresponde a la de una variable aleatoria hipergeométrica. No es

necesario que intente obtener esta forma funcional pues solo se pretende que sepamos que se puede
utilizar para expresar la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta.

Px)=PX=1x) = x=0,1,2
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Otra forma de presentar la funcion de probabilidad seria mediante un gra-
fico o diagrama de barras, en el que sobre el eje de abscisas llevariamos los
diferentes valores x, de la variable aleatoria X'y sobre el eje de ordenadas, las
probabilidades P(x). Asi pues, para el ejemplo 1.2 tendriamos el grafico 1.1.

P(x)
1,0 +
0,8091
0,8 +
0,6 +
04 +
02 | 0,1818
0,0091

J\/ 1

\ \

0 1 2

Grafico 1.1. Funcion de probabilidad de la variable aleatoria X
asociada al experimento aleatorio del ejemplo 1.2.

Una consideracion importante sobre variables aleatorias discretas y sus
distribuciones es la siguiente: si X es una variable aleatoria discreta y desea-
mos determinar la probabilidad de que X sea mayor o igual que un cierto valor
a'y menor o igual que un valor b, siendo a < b, solamente tenemos que sumar
las probabilidades correspondientes a valores de X comprendidos entre a y b;
es decir,

x=1
POLX<2)=POL<XLK )= Z P(X =x)
x=0
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Asi pues, para el ejemplo 1.2 la

x=1
POSX<2)=PO<X<D=Y PX=x
=0

=PX=0)+PX=1)
= 0,8091 + 0,1818 = 0,9909

Definicion 1.5. Funcidn de distribucion.

Sea una variable aleatoria X de tipo discreto que toma un nimero fi-
nito o infinito numerable de valores x, x,, ..., x_y cuya distribucion de
probabilidad es P(x). Se define la funcion de distribucion acumulativade
la variable aleatoria X, que notaremos por F(x), como la probabilidad de
que la variable aleatoria X tome valores menores o iguales que x, es decir:

Fx)=PX<x)= ) Pkx)= i P(X = x;)

< =
xl\x xl xl

y representa la suma de las probabilidades puntuales hasta el valor x inclu-
sive de la variable aleatoria X.

Para el ejemplo 1.2 la funcidn de distribucion F(x) viene dada en la tabla 1.3.

Tabla 1.3. Funcion de distribucion de la variable aleatoria del ejemplo 1.2.

Valores de X Funcién de probabilidad Funcién de distribucién
X P(x) F(x) = P(X <x)
0 0,8091 FO=PX<0)=08
1 0,1818 F)=PX<1)=09
2 0,0091 F2)=PX<2)=10

Asi pues la funcién de distribucion para cualquier valor de x quedaria de
la siguiente forma:

0 , x<0

0,8091 , 0<x<l1
F(x) =

0,9909 , 1<x<?2

1 , x=2
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Se deduce, de la propia definicion, que la funcion de distribucion de una
variable aleatoria discreta es una funcion que verifica:

. 0sFx)<1, Vx
II.  Es no decreciente, es decir: si x, < x,, entonces F(x) = F(xj)

La representacion grafica de la funcion de distribucion viene dada por el
grafico 1.2.

F(x)
I+ —
P(x))
Pxy)
()
P(xy)
= | | | | | | - x
X1 X X3 e X

Grafico 1.2. Funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta.

Vemos pues que una variable aleatoria discreta X, esta caracterizada por
su funcion de probabilidad o distribucion de probabilidad P(x) y también por
su funcion de distribucion F(x).

1.1.2. Distribucion de probabilidad de variables
aleatorias continuas

En el apartado anterior estudiabamos las distribuciones de probabilidad
para variables aleatorias de tipo discreto, las cuales podian tomar un numero
finito o infinito numerable de valores. Pero en muchas aplicaciones estadis-
ticas, la variable aleatoria puede tomar cualquier valor sobre un intervalo de
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la recta real, es decir, puede tomar un numero infinito de valores, siendo la
correspondiente variable aleatoria de tipo continuo.

La variable aleatoria de tipo continuo se tratara de forma diferente a como
haciamos con la variable aleatoria discreta, pues en el caso discreto se asig-
naban probabilidades positivas a todos los valores puntuales de la variable
aleatoria, y la suma de todas ellas era igual a la unidad. En el caso continuo no
es posible asignar una probabilidad a cada uno de los infinitos posibles valores
de la variable aleatoria y que estas probabilidades sumen la unidad como en el
caso discreto, siendo necesario utilizar una aproximacion diferente para llegar
a obtener la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua.
Asi pues la aproximacion que adoptaremos utiliza el histograma de frecuencia
relativa, como veremos, con detalle, a continuacion.

Supongamos una variable aleatoria X que nos mide los tiempos que trans-
curren entre dos llegadas consecutivas, de 100 vehiculos a una gasolinera. Los
tiempos entre dos llegadas consecutivas son medidos con un crondmetro de
alta precision que es capaz de medir el tiempo hasta una milésima de segundo,
de tal manera que si un vehiculo llega en el instante 54,325 seg. y el proximo
en el instante 54,335 seg. el punto medio del intervalo seria 54,330 seg. pero
la probabilidad correspondiente se le asigna al intervalo y no al valor medio
54,330 seg. pues en el caso continuo la probabilidad de que una variable alea-
toria tome un valor concreto es cero.

Supongamos que la distribucion de frecuencia relativas de los tiempos
entre dos llegadas consecutivas de 100 vehiculos a una gasolinera viene dada
por la tabla 1.4, en donde consideramos 10 intervalos de longitud un minuto.

Tabla 1.4. Distribucion relativa de los tiempos entre dos llegadas
consecutivas, de 100 vehiculos a una gasolinera.

Intervalo de tiempo N.° de vehiculos que llegan Frecuencia relativa
0<x=1 3 0,03
I<x=1 4 0,04
2<x=1 6 0,06
3<x=1 18 0,18
4<x=1 23 0,23
S5<x=1 17 0,17
6<x=<1 16 0,16
7<x=1 8 0,08
8<x=1 3 0,03
9<x=1 2 0,02
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Haciendo la representacion grafica de la distribucion de frecuencias rela-
tivas correspondiente a los tiempos de llegadas consecutivas de los 100 vehi-
culos tenemos el histograma de frecuencias relativas dado en el grafico 1.3.

=
—
(V)]
!
T

0,10+

Frecuencias relativas

0,05+

Intervalos

Grafico 1.3. Histograma de frecuencias relativas correspondiente
a los tiempos de llegadas consecutivas de 100 vehiculos a una gasolinera.

Hemos de tener en cuenta que la frecuencia se refiere a cada intervalo y no
al punto medio del intervalo, y ademas como todos los intervalos tienen la mis-
ma longitud, una unidad, el area del rectangulo construida sobre cada intervalo
es igual a la frecuencia relativa del correspondiente intervalo y consecuente-
mente la suma de todas las areas de todos los rectangulos es igual a la unidad.

Supongamos que en lugar de observar los tiempos entre dos llegadas con-
secutivas para 100 vehiculos, lo haremos para 500 vehiculos y consideramos
20 intervalos de medio minuto cada uno, entonces obtendriamos un grafico
parecido al grafico 1.3, pero con 20 intervalos y consecuentemente 20 rectan-
gulos de base (o amplitud) la mitad que los anteriores y continuando con este
proceso de aumentar el nimero de observaciones y el nimero de intervalos
aunque de menos amplitud se llegara a obtener un histograma de frecuencias
relativas con muchos intervalos de amplitud muy pequefia, que en el limite
dara lugar a una representacion del tipo de la del grafico 1.4.
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La curva limite f(x) del histograma de frecuencias relativas se obtiene para
un numero grande de observaciones, en nuestro ejemplo, vehiculos que llegan
a la gasolinera, y para unas amplitudes de intervalos de tiempo muy pequeias.

La funcidn f{x), cuya representacion grafica es la curva limite correspondien-
te al histograma de frecuencias relativas es la funcion de densidad de probabi-
lidad o simplemente la funcion de densidad de la variable aleatoria continua X.
El area bajo la funcion f(x) es igual a la unidad, de la misma manera que el area
en el correspondiente histograma de frecuencias relativas era igual a la unidad.

h
il

Frecuencias relativas

Intervalos

Grafico 1.4. Curva limite del histograma de frecuencias relativas correspondiente a los
tiempos de llegadas consecutivas de un gran numero de vehiculos a una gasolinera.

La representacion grafica de la funcién de densidad viene dada por el
grafico 1.5.

fx)

Jx)

X

Grafico 1.5. Funcion de densidad de la variable aleatoria X continua.
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Definicion 1.6. Funcion de densidad.

Sea X una variable aleatoria de tipo continuo, y si existe una funcion
f{x) tal que verifica:

L. fx)=0, —ow<x< +oo.

IL. J wf(x)dx= 1.

diremos que f{x)es la funcién de densidad de la variable aleatoria continua X.

Observemos la analogia entre las condiciones que tenia que verificar P(x)
para ser una funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta, dadas
en la definicion 1.4 y las condiciones que debe verificar f{x) para ser una
funcion de densidad de una variable aleatoria continua, dadas en la definicion
1.6. En el caso discreto, la probabilidad o masa de probabilidad se asigna a
cada valor de la variable aleatoria, mientras que en el caso continuo, la pro-
babilidad es considerada como una densidad de probabilidad sobre el rango
de valores de la variable aleatoria, es decir en el caso discreto existen proba-
bilidades puntuales, sin embargo, en el caso continuo la P(X = x) = 0,y la
probabilidad no se asigna a un punto sino a un intervalo. En el caso discreto,
la suma de las probabilidades puntuales es igual a la unidad, mientras que en
el caso continuo la suma de las densidades de probabilidad o el area bajo la
curva f(x) debe ser igual a la unidad, y consecuentemente la probabilidad de
que la variable aleatoria continua X tome valores en el intervalo [a, b] sera
igual al area bajo la curva f(x) acotada entre a y b, es decir:

b
Pla<X<b)= j f(x) dx [1.1]

o bien graficamente como se indica en el grafico 1.6.

Hay una diferencia significativa en el calculo de las probabilidades para
una variable aleatoria discreta y una variable aleatoria continua. Si la variable
aleatoria X es discreta, sabemos que existen las probabilidades puntuales P(X =
x,), sin embargo, en el caso continuo, si x, es un punto interior al intervalo de de-
finicion de la variable aleatoria continua X, entonces la P(X = x) = 0, en efecto:

PX=x)=Px;<X<x) =0

ya que utilizando la expresion [1.1] vemos que el area entre x, y x, es nula.
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Es interesante observar que, puesto que en el caso continuo la P(X = x) = 0,
entonces se verifica:

Pl@a<X<b)=Pa<X<Db)

ya que
PX=a)=0 y PX=b)=0

lo cual no sucede en el caso discreto.

Sx)

P(a<X<b)

a b

Grafico 1.6. Area bajo la curva f(x) correspondiente a la P(a < X < b).

Definicion 1.7. Funcidn de distribucion.

Sea una variable aleatoria X de tipo continuo que toma un nimero in-
finito de valores sobre la recta real y cuya funcion de densidad es f(x). Se
define la funcién de distribucién acumulativa de la variable aleatoria X,
que notaremos por F(x), como la probabilidad de que la variable aleatoria
continua X tome valores menores o iguales a x, es decir:

X

F(x) =PX <x) = f(x) dx
y representa el area limitada por la curva funcion de densidad, f(x), y a
la izquierda de la recta X = x, como se indica en el grafico 1.7.
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Para poder hacer un razonamiento intuitivo sobre esta definicion de la fun-
cién de distribucion, consideramos una masa unidad, distribuida sobre todo
el intervalo de definicion de la variable aleatoria, que podria ser el intervalo
(— %, + @), y la funcion de distribucion F(x) para cada valor x de la variable
aleatoria nos da la cantidad de masa que hay en el intervalo (— %, x], es decir
la masa que hay en el punto x y a la izquierda de x, pero como en el caso con-
tinuo sabemos que no existen masas puntuales, nos dara lo mismo considerar
el intervalo abierto por la derecha (— e, x), de tal manera que:

Fx)=PX <x)=PX <x)

fx)

F(x)=P(X<x)

X
Grafico 1.7. Funcion de distribucion de la variable aleatoria continua X.

pues la
PX=x)=0
y también,

1 —Fx)=PX>=x)=PX>x)
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La funcidon de distribucion de una variable aleatoria continua es una fun-
cion que verifica:
1. F(—o0)=0.
2. F(+0)=1.
3. Es no decreciente, es decir: si x; < x; entonces F(x;) < F(x;).

b
4., Pla<X<b)= J fx) dx = F(b) — F(a).

a

5. La derivada de la funcién de distribucion es la funcion de densidad:

dF(x)
I f)

b

Como la | f(x) dx representa graficamente el area encerrada bajo la curva

f(x) y los valores a y b del eje de abscisas, entonces a la probabilidad:
Pla<X<b)=F©b) — Fa)
se le puede dar la misma interpretacion, y podemos hacer la siguiente

representacion, grafico 1.8.

Jx) F(x)
‘l R
§ F(x)=P(X<x)
/ F(x)=P(X<x)
| X ! X
X X
fx) F(x)
1 i
F(b) iy ’
Sfx)
F(b) - F(a)
%P(a <X<bh)=
/ =F(b)-F(a) Fa) e ffm |
i i x J i x
a b

a b
Grafico 1.8. Representacion grafica de la funcion de distribucion.
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Ejemplo 1.3
Sea una variable aleatoria continua X cuya funcién de densidad f(x) es:

Fo) = % 15<x<17
0, en el resto
Se pide:
1.° Probar que efectivamente es una funcion de densidad.
2.° La representacion grafica de la funcion de densidad.
3.°Obtener la P(15 = X< 16) y P(16,25 < X < 16,75).
4.°Obtenerla PX < 16), PX < 17)ylaP(X<k)para 15 <k < 17.

5.° Obtener la funcion de distribucion y el valor que toma en el punto x = 16.

Solucion:

1.° Para ver que efectivamente es una funcion de densidad se tienen que
verificar las dos condiciones siguientes:

fx) =20, —wo<x< +w

f Oof(x)dx=1

en nuestro caso sera:

en efecto:
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2.° La representacion grafica de la funcion de densidad sera:

Sfx)

0,5+

\é i 1 X
15 16 17

3.° Representando graficamente ambas probabilidades tenemos:

fx)
1+ ———» P(15<X<16) =drea=base xaltura=1-0,5=0,5
TP(16,25 <X<16,75)=4drea=0,5-0,5=0,25
0,5+
[ [ I X

15 16 17

4°P(X<16)=P(— o0 <X < 16) = P(15 < X < 16)

= 161d —1[]16—](16—15 =05
T 2T T 2T, ) =0

PX<1T)=P(—0<X<17)=P15<X<17) =

L T
B R R L)

PX<k=P(—oo <X<k=PI5<X<k=
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ko 1 ,
=| —di=-[xlis=-k—15 , sil5<k<]17
52 2 2

5.° La funcion de distribucion F(x) sera:

0, x <15
x— 15

Fx)=PX <x) = 5 15<x<17
1, x> 17
16—15 1

F(16) = P(X £ 16) = > = 5 =0,5

1.1.3. Distribucion simétrica
Diremos que una variable aleatoria X es simétrica respecto de un punto c,
cuando se verifica:

PX<c—x)=PX=2c+x) Vx

c—X c ct+x

O bien, si expresamos esta definicion por medio de la funcion de distri-
bucion, entonces diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucién
simétrica respecto del punto c, si se verifica:

Fc—x)=1—F(c+x)+PX=c+x), Vx

lo cual nos permite decir que la funcion de distribucion F(x) es simétrica res-
pecto del centro de simetria c.

Si la variable aleatoria X es de tipo continuo, entonces tendremos:

Flc—x)=1—F( + x)

ya que
PX=c+x)=0

y en consecuencia, la funcion de densidad sera:

fle=x)=flc+x)

VARIABLES ALEATORIAS Y SUS DISTRIBUCIONES 33



Si ¢ = 0, diremos que la variable aleatoria X es simétrica respecto del
punto cero si se verifica:

f(=x) =[x

o lo que es lo mismo, diremos que F(x) es simétrica.

1.2. VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL

Como indicamos al iniciar el concepto de variable aleatoria unidimensio-
nal, veiamos que introduciamos las variables aleatorias con el fin de trans-
formar los resultados elementales de un experimento aleatorio en numeros
reales, y de esta forma aprovechamos las propiedades del nuevo espacio pro-
babilistico para estudiar los sucesos relacionados con cantidades numéricas.

En algunas situaciones la informacion que se tiene del experimento aleato-
rio no se puede expresar mediante valores de un subconjunto de R. Por ejemplo,
si estamos interesados en estudiar la relacion existente entre el peso y la estatura
de los individuos de una poblacion, el correspondiente suceso que se tendria en
cada realizacion del experimento aleatorio seria: el individuo extraido al azar
pesa 85 kg y mide 1,85 m y a este suceso no se le puede asignar un numero en
R, sino que en este caso tendriamos que considerar dos variables aleatorias X e
Y, una para el peso y otra para la estatura, las cuales darian lugar al espacio R?,
sobre el que se tendria el correspondiente espacio probabilistico.

Esto pone de manifiesto que en ciertas situaciones hay que trabajar en
espacios de mas de una dimension (en el ejemplo anterior en R?, pero en
general seria en R”), estableciendo aplicaciones que transforman los resul-
tados o sucesos elementales del experimento aleatorio en puntos del espacio
n-dimensional R", estas aplicaciones se hacen utilizando variables aleatorias
bi-dimensionales o n-dimensionales en general. Nosotros aqui nos vamos a
referir siempre al caso bidimensional.

En muchas ocasiones es necesario estudiar conjuntamente dos caracteristi-
cas del fenomeno aleatorio en cuestion, es decir, el comportamiento conjunto de
dos variables aleatorias, intentando explicar la posible relacion existente entre
ellas. Asi por ejemplo, nos puede interesar estudiar la renta y el consumo de las
familias, los gastos de mantenimiento y el valor de la produccion de una empre-
sa, los salarios de las familias y el ahorro, etc. Pero para estudiar conjuntamente
las dos variables aleatorias, es decir, la variable aleatoria bidimensional, sera
necesario conocer la distribucion de probabilidad conjunta de ambas variables.
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Para introducir las ideas basicas sobre la distribucion conjunta de probabi-
lidad consideramos el siguiente ejemplo:

Supongamos una caja que contiene cuatro bombillas buenas y una de-
fectuosa. Realizamos extracciones sin reemplazamiento, es decir, se extrae
aleatoriamente una bombilla de la caja se observa si es buena o defectuosa
pero no se devuelve a la caja hasta después de que se ha extraido la segunda
bombilla. Designamos por X la variable aleatoria, de tipo discreto, que indica
si la primera bombilla extraida es defectuosa o no y por Y la variable aleatoria
que indica si la segunda bombilla extraida es defectuosa o no. Ambas varia-
bles aleatorias X e Y solo pueden tomar los valores cero o uno segun que la
bombilla extraida sea buena o defectuosa.

Este experimento aleatorio da lugar a 20 posibles resultados o sucesos,
pues en la primera extraccion son posibles 5 elecciones (las 5 bombillas que
hay), y para la segunda extraccion solo quedan 4 posibles elecciones, luego
hay 5 - 4 = 20 posibles resultados. Pero como las extracciones se realizan de
forma aleatoria el modelo probabilistico asociado a este experimento aleato-
rio asigna probabilidades iguales a 1/20 a cada uno de los veinte posibles su-
cesos. De estos veinte sucesos, doce corresponden a los valores de la variable
aleatoria bidimensional (X = 0, ¥ = 0), pues en la caja hay cuatro bombillas
buenas, una de las cuales se puede obtener en la primera extraccion, y que-
dan tres bombillas buenas para la segunda extraccion, luego hay 4 - 3 = 12
posibles resultados o sucesos en los que no se extrae bombilla defectuosa ni
en la primera ni en la segunda extraccion. Resultando que la probabilidad del
suceso considerado sera:

12

PX=0,Y=0=—=06
20

Analogamente obtendriamos:

4
PX=1,Y=0)=—=02
20

4
PX=0,Y=1)=—=02
( )=

0
PX=1Y=1)=-—=0
20

Estas probabilidades se pueden resumir en la tabla 1.5, y nos indica la dis-
tribucion de probabilidad conjunta de la variable aleatoria bidimensional (X, Y).
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Tabla 1.5. Distribucion de probabilidad conjunta de
la variable aleatoria bidimensional (X, Y).

X | Probabilidad
Y 0 marginal de Y
0 0,6 0,2 0,8
1 0,2 0 0,2
Probabilidad
marginal de X 0.8 0.2 !

En el grafico 1.9 se muestra la representacion grafica de la distribucion de
probabilidad bidimensional del experimento aleatorio considerado.

La ultima fila y la altima columna de la tabla 1.5 nos indican las probabi-
lidades marginales de X yde Y respectivamente.

Ademas de las probabilidades conjuntas y marginales, nos pueden interesar
las probabilidades condicionadas, tales como la probabilidad de que la segunda
bombillasacadaseabuenacuandolaprimeratambiénfuebuena. Paraobteneresta
probabilidad condicionada en este experimento, basta con tener en cuenta que

P(x, y)

0,2

0,2

Grafico 1.9. Diagrama de barras, tridimensional, de probabilidades relativas
para los pares de observaciones (X, y).
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después de que se sabe que la primera bombilla extraida es buena, hay sola-
mente tres bombillas buenas entre las cuatro restantes, y tendriamos:

PY=0/X=0)="

que coincide con la probabilidad obtenida a partir de la definicion de probabi-
lidad condicionada que daremos después de esta introduccion intuitiva y que
sera:
PX=0,Y=0) 06 3

PX=0) 08 4

P(Y=0/X=0)=

1.2.1. Distribucion de probabilidad bidimensional

De manera anéloga a lo que haciamos en el caso unidimensional, aqui
daremos para la variable aleatoria bidimensional discreta, su distribucion
de probabilidades y su funcion de distribucion y para la variable aleatoria bi-
dimensional de tipo continuo daremos su funcion de densidad de probabilidad
y la correspondiente funcién de distribucion.

Sea la variable aleatoria X de tipo discreto que toma un nimero finito de
valores x , x,, ..., x, y sea la variable aleatoria Y, también de tipo discreto, que
toma los valores y, y,, ..., y..

La probabilidad de que la variable aleatoria X tome el valor x, y la variable
aleatoria Y tome el valor Yy la designaremos por:

Pij:P(xi, yj):P(X:xi7 Y:yj)

Definicion 1.8. Distribucion de probabilidad bidimensional.

La distribucion de probabilidad bidimensional o distribucion de
probabilidad conjunta de una variable aleatoria discreta bidimensional
es una funcion P(x, y) que asigna las probabilidades a los diferentes valo-
res conjuntos de la variable aleatoria bidimensional (X, Y), de tal manera
que se verifiquen las dos condiciones siguientes:

L 0<Pl,yp<l1, i=12, ., j=12,.,s

N

L. Z Z P(x;, y;) =
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Definicion 1.9. Funcidn de distribucion bidimensional.

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) de tipo discreto
cuya distribucion de probabilidades es p; = P(x, yj), i=1,2,...,ry
j=1,2,...,s. Definimos la funcién de distribucion conjunta, que no-
taremos por F(x, y) como:

F, ) =PX<x, Y<y) = ) ) P&,y =

X <x y;<y

y
Y PX=x,Y=y)
=y

y representa la suma de las probabilidades puntuales P(x, y) hasta el valor
(x, v) inclusive de la variable aleatoria bidimensional (X, Y).

Consideramos ahora una variable aleatoria bidimensional de tipo continuo

X, D).

Definicion 1.10. Funcion de densidad bidimensional.

Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional de tipo continuo, y si
existe una funcion f(x, ) tal que verifica:

L f(x, y) —wo<x< to, —ow<y< +oo.

J f(x, y) dxdy = 1.

diremos que f(x, y)es la funcion de densidad de la variable aleatoria bidi-
mensional continua (X, Y).

Esta funcién de densidad conjunta, de forma analoga al caso unidimen-
sional, se puede interpretar como un histograma de frecuencias relativas con-
juntas para X e Y, pues la funcion de densidad f{x, y) representa una superficie
de densidad de probabilidad en el espacio tridimensional, y el volumen, por
debajo de esta superficie y por encima del rectingulo xm X m xe ym Y m y, es

igual a la probabilidad de que las variables aleatorias tienen valores dentro del
rectangulo indicado, es decir:

X2 y2
Px, <X <x,, 5 <Y<y2)=j J f(x, y) dxdy
X1

y esta probabilidad viene representada por el volumen sombreado del grafico 1.10.
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Jx, y)

X2

Grafico 1.10. Funcion de densidad bidimensional.

Definicion 1.11. Funcidn de distribucion bidimensional.

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) de tipo continuo que
toma valores sobre el espacio bidimensional R* y cuya funcion de densi-
dad es f(x, y). Se define la funcion de distribucion de la variable aleatoria
bidimensional, que notaremos por F(x, y), como:

X y
Fx,y)=PX<x, Y<y = J j f(x, y) dxdy

La funcidn de distribucion bidimensional satisface una serie de propieda-
des analogas a las indicadas en el caso unidimensional?:

1. F(—oo, —0)=F(—o0,y)=Fx, —ow)=0.
2. F(+oo, +o0)=1.

3. Es mondtona no decreciente respecto a las dos variables, es decir:

Si x, <x, = F(x;,y)<F(x,y)

Sl y1<y2 = F(X,y1)<F(X,yZ)

2 Las propiedades 1, 2, 3 y 4 son validas para el caso discreto y el caso continuo y la 5 s6lo es valida
para el caso continuo.
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4.Sia, <a,yb <b,siendoa,a,b, b, €R, entonces:
Pla, <X<a, b, <Y<b,)>0
5. La derivada parcial segunda respecto de x e y de la funcién de distribu-

cion F(x, y) es la funcion de densidad:

O’Fx, y) _

oxdy fxy)

Ejemplo 1.4

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) cuya funcion de densidad

es:
1, 0<x<1; 0<y<l1
fey) = 0, en el resto

Obtener:

1. Larepresentacion grafica de la funcion de densidad.

2. La funcion de distribucion.

3. LaP(X<0,2,Y=<04).

4, LaP(0,1 <X=<02,0=<Y<=<04)y suinterpretacion.
Solucion:

La representacion grafica de la funciéon de densidad viene dada por el
grafico 1.11.

La funcidn de distribucion sera:

x Yy
F(x,y)ZP(X<x,Y<y)=J f 1-dxdy =
0 JO

xy si 0<x<l1, 0<y<l1

x si 0<x<l1, y=>1
=<y si x=1, 0<y<l1

1 si x>=1, y=1

0 en el resto
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fx,y) P(X<£0,2,Y<0,4)=F(0,2,0,4)
1 /

0,2

0.4

y

Grafico 1.11. Representacion grafica de la funcion de densidad del ejemplo 1.4.
0,2 0,4

3. PX<02,Y<04)=F(@0,2,04) = f f 1-dxdy =
0 0

02 04
= J [yl  dx = [y]o*- [x]3% = 0,08
0 0

y representa el volumen bajo la f{x, y) = 1 en la zona sombreada del plano (x, y).

0.2 0.4
4. P(0,1<X<0,2,0<Y<0,4)=J‘ J‘ 1-dxdy =
0,1 Jo

0,2 0.4
= J ] dx=
0

0.1
= [y15*[xlg;; = 0,04

Esta probabilidad representa el volumen bajo la curva funcion de densidad
f(x,y) = 1, sobre la region del plano (x, y) delimitada por:

01<x<02 y 0<y<04
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1.2.2. Distribuciones marginales

Anteriormente hemos estudiado las variables aleatorias bidimensionales
y conociamos el comportamiento conjunto de las dos variables aleatorias, es
decir conociamos la distribucion conjunta de (X, Y). Ahora nos interesa cono-
cer la distribucion de alguna o de ambas variables aleatorias, por separado, a
partir de la informacion que nos proporcionaba la distribucion conjunta de (X,
Y), y esto nos lleva al concepto de distribuciones marginales.

En el caso de una variable aleatoria bidimensional (X, Y), teniendo en
cuenta que, todos los sucesos bivariantes, correspondientes a los diferentes
valores que puede tomar la variable aleatoria bidimensional, es decir:

X=x,Y=y), i,j=1,23, ..
eran sucesos mutuamente excluyentes, entonces podremos decir que el suceso

univariante X = x, es la union de todos los sucesos bivariantes (X = x, ¥ = yj)
para todos los valores posibles de y,.

Para el ejemplo de la Tabla 1.5, tenemos:

P(x)=PX=x)=PX=0)=PX=0,Y=0)+PX=0,Y=1) =

=0,6+02=0,8
Px,)=PX=x)=PX=1)=PX=1,Y=0)+PX=1,Y=1)=
—02+0=02
PO)=P¥=y)=P¥=0)=PX=0,Y=0+PX=1Y=0)=
=0,6+02=0,8
PO,)=PY=y,)=P¥=1)=PX=0,Y=D+PX=1Y=1)=
=02+0=02

Definicion 1.12. Distribucion de probabilidad marginal.

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) de tipo discreto cuya
distribucion de probabilidad es p; = P(x, y,). Entonces las distribuciones
de probabilidad marginales, de X e Y, respectivamente, vienen dadas por:

Pi.:Zpij:P(xi):Zp(xi’yj):ZP(X:xbY:yj)

Vi J

P.jzzpijzp(}’j)zzp(xi’)’j)ZZP(X:xi,Yz)’j)
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Observemos que el término marginal tiene un significado intuitivo y que
la distribucion de probabilidad marginal de X es la probabilidad de que X = x
con independencia del valor que tome Y, luego también podemos escribir que:

Pi.:P(X:xi):Zpij
J

Analogamente para la distribucion de probabilidad marginal de Y

P,j:P(Y:yj):Zpij

Definicion 1.13. Funcion de distribucion marginal.

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) de tipo discreto cuya
distribucion de probabilidad es p, = P(x, y). Entonces las funciones de
distribucién marginales de X e Y, respectivamente, se definen como:

Fix)=Fx, +0)=PX<x,Y<+ow)= Y > Px,y)= Y P,

xigx yj xigx
F(0) =F(+0,) =PX < +00,Y<y)= Y Y Pu,y)=Y P,
ViSy X Vi sy

Si ahora consideramos una variable aleatoria bidimensional de tipo conti-
nuo (X, Y), tendremos sus correspondientes funciones de densidad marginales
y sus funciones de distribucion.

Definicion 1.14. Funcion de densidad marginal.

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) de tipo continuo, cuya
funcion de densidad conjunta es f{x, y). Entonces las funciones de densi-
dad marginales de X e Y, respectivamente, se definen como:

fi(x) = J fx, y) dy

+ oo

0 = f@, y) dx

—
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Definicion 1.15. Funcion de distribucion marginal.

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) de tipo continuo, cuya
funcion de densidad conjunta es f(x, y). Entonces se definen las funciones
de distribucion marginales de X e Y como:

Fi(x)=F(x, +o0)=PX<x, Y< +oo)=f <f fx, y)dy>dx=
= j fi(x) dx

&®=H+ww=P@<+wY<w=r quvmwm}w=

— 00 — 00

= J_ f2(n) dy

La distribucion marginal de la variable aleatoria X nos da la probabilidad
de que X < x, con independencia de los valores que toma la variable aleatoria
Y. Fisicamente seria la cantidad de masa de probabilidad que hay en el plano
XY pero a la izquierda y sobre la recta X = x, ver grafico 1.12.

Una forma posible de calcular la cantidad de masa de probabilidad que
queda sobre la recta X = x y a la izquierda de ella, podria ser acumularla sobre
la recta X = x y después asignarla al punto (X = x, ¥ = 0). De aqui el nombre
que recibe de distribucion marginal.

Analogamente seria para la distribucion marginal de Y.

Yy

X=x

/////)(X=Ly=m
X

YYYVYVYVYVYVYVVVYVYVVYVYVVYVY

Grafico 1.12. Distribucion marginal de la variable aleatoria X.
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1.2.3. Distribuciones condicionadas

En apartados anteriores hemos estudiado el comportamiento conjunto
e individual de las variables aleatorias que componian la variable aleatoria
bidimensional, obteniendo las distribuciones conjuntas y marginales. Ahora
nos interesa conocer como se distribuye una de las variables cuando se impo-
nen condiciones a la otra y esto nos llevara al estudio de las distribuciones
condicionadas.

En el capitulo anterior estudiabamos la probabilidad condicionada P(B/4),
y nos indicaba el cambio que se producia en la probabilidad de un suceso
como consecuencia de la ocurrencia de otro, y la definiamos como:

_ P(ANB)
P(B/A) = PA) PA) >0

Por analogia con esta definicion y considerando la variable aleatoria bidi-
mensional discreta (X, Y), con su correspondiente distribucion de probabili-
dades, podremos definir la probabilidad condicionada P(X = x/Y = y), que
indica la probabilidad de que la variable aleatoria X = xcuando la variable
aleatoria ¥ = ;> como:

P(X:xi7 Y:)’,)
P(Yzyj)

P(X = x/Y=y) =

siempre que P(Y = y) > 0.

Definicion 1.16. Distribucion de probabilidad condicionada de la variable
aleatoria discreta X dado ¥ = y..

PX=x, Y=y) py
P(Y=y) P

i

P(xi/yj) = P(X:xi/Y:yj) =

siempre que

P(Y =y, > 0.

En esta expresion y, es fijo y x, varia sobre todos los posibles valores de
la variable aleatoria X, obteniendo asi la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria discreta X bajo la condicion Y = Y
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Analogamente tendriamos la distribucion de probabilidad condicionada
de la variable aleatoria discreta Y dado X = x,

PX = x,, Y=yj)=@
PX = x;) P,

l.

P(yj/xi) = P(YzyJ'/szi) =

Siempre que
PX=1x)>0
Aqui x; es fijo e y, varia sobre todos los posibles valores de la variable
aleatoria Y.

Es evidente que:

P(x/y) =20

P(y;/x) =0
y ademas:

Zpif P.

PX=x/Y=v)=-" =—J=
; X =x/Y=Yy) PTp

PY=v./X=x)="- =1t =1
; (Y =y;/X=1x) P p

Luego son efectivamente distribuciones de probabilidad.

Definicion 1.17. Funcidn de distribucion condicionada de la variable aleato-
ria discreta X dado Y = Y

Y PX=x,Y=y) } py;
X. <X o
Flxly) = PX < x/Y = y) == _g

P(Y=1) P,

Siempre que:
P(Y=y)=P,>0.

Analogamente tendriamos la funcion de distribucion condicionada de
la variable aleatoria discreta ¥ dado X = x.,.
Z P(szi’Yzyj) Z Dij
Y.<y _ yj<y

FOoje) = PO S y/X = x) =2 o =

l.
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Siempre que:
PX=x)=P, >0
En el caso continuo podemos obtener, por analogia, la funcion de densi-
dad condicionada y su correspondiente funcion de distribucion condicionada.

Aqui no se pueden obtener de manera tan sencilla y directa a como sucedia en
el caso discreto, pues en el caso continuo la

PX=x)=0 yla P¥Y=y)=0
y las probabilidades condicionadas:

PX<x/Y=y) y PY<yX=x
no estan definidas, pues los denominadores son nulos.

Definicion 1.18. Funcion de densidad condicionada de la variable aleatoria
continua X dado ¥ = y.

fx, y)
, 0
fam=1{ fm 20
0, en el resto

Anélogamente se tiene la funcién de densidad condicionada de la va-
riable aleatoria continua ¥ dado X = x.

fx, y)
, 0
fom =1 fie > 19
0, en el resto

Definicion 1.19. Funcion de distribucion condicionada de la variable aleato-
ria continua X dado ¥ = y.

j fx, y) dx

= dx=*—"——"-——— ]
F(x/y) f_oof (x/y) dx 7.0)
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De la misma forma tendriamos la funcion de distribucion condicionada
de la variable aleatoria continua Y dada X = x.

y
fx, y) dy

F(y/x) = J fy/x) dy = _wf(—x)
— 0 1

B

Ejemplo 1.5

Sea una urna con 21 bolas, numeradas desde el nimero 1 al 21, de manera
que no hay dos bolas con el mismo niumero. Deseamos conocer dos caracte-
risticas de estos numeros: su divisibilidad por 2 y por 3. Elegimos una bola al
azar, y consideramos una variable aleatoria X; tal que, si aparece un nimero
par (divisible por 2) le asignamos el uno y si aparece nimero impar le asig-
namos el cero. Entonces, la variable aleatoria X toma dos valores x, = 1y
x, = 0. Analogamente definimos una variable aleatoria Y, tal que si aparece un
numero divisible por 3, entonces le asignamos el uno y en los demas casos le
asignamos el cero. Es decir, la variable aleatoria Y toma los valoresy, = 1 e
», = 0. Obtener:

1.° La distribucion de probabilidad.

2.° Las distribuciones marginales.

3.° La probabilidad de que el nimero elegido sea divisible por 3, siendo par.
Solucion:

1.° Para la variable aleatoria X se tiene:

X < 1, siaparece un numero divisible por 2
0, enlos demas casos

para la variable aleatoria Y se tiene: 1, si aparece un namero divisible por 3

v < 1, siaparece un numero divisible por 3
0, enlos demas casos

Entre las 21 bolas tenemos los siguientes tipos de nimeros:

divisibles por 2 y por3 —— 3
divisibles por 2 y no por3 —— 7
divisibles por 3 y no por2 —— 4
no divisibles por 2 ni por3 —— 7
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Como todas las bolas tienen la misma probabilidad de ser extraidas, tene-
mos la siguiente distribucion de probabilidades de la variable aleatoria bidi-

mensional de tipo discreto (X, Y):

3 4
p11=P[X=1,Y=1]=E p21=P[X=O,Y=1]=i

7 7
p12=P[X=1,Y=0]=£ p22=P[X=O,Y=O]=i

Observemos que:

ZZPUZI

i
2.° Las distribuciones marginales son:
Clasificamos los nimeros segun su divisibilidad por 2 o por 3.

La distribucion marginal de la variable aleatoria X es:

Py = PIX = 11 = pyy + pry = o+ - = o
1. =PX=1]1=py, P12_21 1 21
Py = PIX=01=py, + ppy= -+ L = 11
2. [ - ]_p21 p22_21 21_21
10 11
P, =P, +Py =— +— =
Z 1. 1. 2. 21 21

Analogamente la distribucion marginal de la variable aleatoria Y es:

3 4 7
Py=PY=10=putpro=571 55
7 7 14
Po=PIY=01=p,+py =7+t 7=

Y P;=1
;
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Utilizando las frecuencias absolutas podemos obtener la distribucion con-
junta de frecuencias absolutas y las distribuciones marginales de frecuencias
absolutas:

N.** divisibles N.” no divisibles
Total
por 2 por 2
N.” divisibles por 3 3 4 7
N.” no divisibles por 3 7 7 14
Total 10 11 21

Tanto la distribucion de probabilidad conjunta como las distribuciones de
probabilidad marginales las podemos resumir en la Tabla 1.6.

X
1 0 P,
Y
4
1 J— J— J—
21 21 21
14
0 JE— JE— J—
21 21 21
10 1
P, — — 1
‘ 21 21

Tabla 1.6. Distribucion de probabilidad conjunta de la variable (X, Y).

3.° Para obtener la probabilidad de que el numero elegido sea divisible
por 3, siendo par, tendremos que calcular la siguiente probabilidad
condicionada:

PlY=1,X=11 p, 3

PIX=1] P, 10

PlY=1/X=1]=
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Analogamente tendriamos las demas probabilidades condicionadas:

PlY=0,X=1] p;, 7

PlY=0/X=1]=

PIX=1] P, 10

PlY=1,X=0] p, 4

PlY=1/X=0] = =2 -
[¥=1/x=10] PIX = 0] P, 11
P[Y=0,X=0 7

PlY=0/x=0] =1 P _ 7

P[X = 0] P, 11

Ejemplo 1.6

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y) de tipo continuo cuya fun-
cion de densidad es:

_ [kxt+y), 0<x<2, 0O0<y<]I
Fo ) = 0 en el resto

Obtener:

1.° El valor de £ para que f(x, y) sea una funcién de densidad.

2.° La funcién de densidad marginal de la variable aleatoria X.

3.° La funcién de densidad condicionada de la variable aleatoria Y, dado

X=1
4.°La funcion de distribucion condicionada de la variable aleatoria Y,
dado X = x.
Solucion:

1.° Para que f(x, y) sea una funcién de densidad se tiene que verificar:

J ) J OOf(x, vdxdy =1

en nuestro caso sera:
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En efecto:

2/ r1 2 Eat 2 1
J(f k(x-i—y)dy)dx:kj |:xy+—:| dx=kj <x+—>dx=
o \Jo 0 2 o 0 2

.X2 )C2
=k = +>| =3k=1
2 2],

1 . .
— Yy la funcién de densidad sera:

Luego k = 3

1
£, y) §@+w,0<x<1 0<y<l
x,y =

0, en el resto

2.° La funcién de densidad marginal de la variable aleatoria X, segin la
definicioén 1.14, sera:

' 1 V1 A
ﬁ@F=O§@+w@=§XW+EO=§x+§,s10<x<2

3.° La funcidn de densidad condicionada de la variable aleatoria Y, dado X
= x, segun la definicion 1.18, sera:

gu+w .

VACR N 2ty si 0

fo) = £, _l< +1>_2x+1’ y 0
; 1

2
y particularizando para X = 1, tendremos:
2
fo=D=30+y, 0<y<I

4.° La funciéon de distribucion condicionada de la variable aleatoria Y,
dado X = x, seguin la definicion 1.19, sera:

Y 2x +y)
0o 2x+ 1

I = N O b
a1, |2x+1], 2x+1
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Luego:

0 , y<O0
2xy + y?

F(y/x) = 1 0<y<l1
1 , y=1

1.3. INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

En el curso anterior estudidbamos la independencia de sucesos y deciamos
que dos sucesos A y B eran independientes si se verifica que:

P(ANB) = P(A)- P(B)

De manera analoga podemos definir la independencia de variables
aleatorias.

Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional cuya funcién de distribu-
cion conjunta es F(x, y), y sus funciones de distribucion marginales F (x) y
F (y) respectivamente.

Ejemplo 1.7

La distribucion conjunta de la variable aleatoria X, nimero de tazas de
café servidas por un camarero, e Y, nimero de sobres de azucar por taza so-
licitadas, viene dada en la tabla 1.7. Determinar si ambas variables aleatorias
son independientes.

Tabla 1.7. Distribucion de conjunto del numero X de tazas de café servidas
v el numero Y de sobres de aziicar por taza solicitada.

Y
0 1 2 3 P,
X
1 003 004 002 001 | 010
2 009 012 006 003 | 030
3 009 012 006 003 | 030
4 006 008 004 002 | 020
5 003 004 002 001 | 0,10
P, 030 040 020 010 | 1
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Solucion

En la tabla 1.7 tenemos en la tltima columna y en la ultima fila las distri-
buciones marginales de X e Y, respectivamente.

Sabemos que para que ambas variables aleatorias sean independientes se
tiene que verificar:

pii=Px,y)=PX=x,Y=y)=PX=x]-plY=y]=P,-P;

para todo x, ¢ y. Podemos comprobar que esto ocurre, luego X ¢ ¥ son
independientes.

Definicion 1.20. Independencia de variables aleatorias.

Diremos que las variables aleatorias X e Y son independientes solo si
se verifica que la funcion de distribucion conjunta F(x, y) es igual al pro-
ducto de sus distribuciones marginales:

Fi(x) - Fy(y)
Es decir: X e Y independientes < F(x, y) = F|(x) - F,(y), V(x,y)
O bien, de manera equivalente, en el caso discreto, si:
Px/Y=y) =P, , V]
Po/X=x)=P; , Vi

] b
y en el caso continuo, si:

f&y)=fix) , Vy
fom=f . Vx

Si X e Y son variables aleatorias discretas, cuya distribucion de probabi-
lidad conjunta p, = P(x, x) y sus distribuciones de probabilidad marginales
P, = P(x)y P, = P(y) respectivamente, entonces diremos que las variables
aleatorias son independientes si y solo si se verifica:

P(x;, y;) = P(x;)-P(yp), V (x;y))
o bien

Pij:Pi.‘P'

.
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Si X'e Y son variables aleatorias continuas, con funcion de densidad con-
junta f{x, y) y funciones de densidad marginales f,(x) y f,(y) respectivamente,
entonces diremos que las variables aleatorias son independientes si y solo
si se verifica:

Jo,y) =00 L0) VY (xy)

Ejemplo 1.8

Considerando el ejemplo 1.5 y mas concretamente la tabla 1.6 de la distri-
bucion de probabilidad conjunta de la variable aleatoria bidimensional (X, Y),
probar que las variables X e Y no son independientes.

Solucion:

Para que las variables aleatorias discretas X e Y sean independientes sera
necesario que:
P(x;, y) = P(xi)‘P(y_,')a Vo(x;, )
o lo que es lo mismo que:
PX=x,Y=y)=PX=x)-PY=y), V(x,y)
o también que:
pij=P. -P;

Observando la Tabla 1.6 vemos que:

3
PX=1,Y=1)=—

21
P(X—l)—lo
21
P(Y—l)—7
21

y resulta que:
PX=1,Y=1)#£PX=1)-PY=1)
pues
3 10 7

2172121

Luego las variables aleatorias X e ¥ no son independientes.
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